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Aufgabe 1 (Gruppen in Gruppen). Zeigen Sie, dass die Kategorie Grp(Grp) der Gruppenobjekte in der Ka-
tegorie der Gruppen kanonisch isomorph zur Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist. Zu welcher bekannten
Kategorie ist die Kategorie Grp(Ab) der Gruppenobjekte in der Kategorie der abelschen Gruppen #dquivalent?

Aufgabe 2 (Funktor der Punkte). Sei S ein Schema. Zeigen Sie:

(a) Die Struktur eines S-Gruppenschemas auf einem S-Schema G dquivalent ist zu einer Faktorisierung des
Funktors der Punkte
¥(G): Schy — Set, T+ G(T):=Homg(T,G),

tiber den Vergissfunktur Grp — Set.

(b) Ein S-Schemamorphismus f: G — G’ zwischen zwei S-Gruppenschemata G und G’ ist genau dann ein
Morphismus von S-Gruppenschemata, wenn fiir jedes S-Schema 7 die induzierte Abbildung G(T) —
G'(T) ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 3 (Separierte Gruppenschemata). Seien S ein Schema und G ein S-Gruppenschema. Zeigen Sie, dass
der Strukturmorphismus G — S genau dann separiert ist, wenn die Einheit e: S — G eine abgeschlossene
Immersion ist. Hinweis: Nutzen Sie Kiirzungs- und Basiswechseleigenschaften abgeschlossener Immersionen.

Aufgabe 4 (Verschiedene Gruppenstrukturen). Sei k ein Korper. Finden Sie ein k-Schema G und zwei nicht-
isomorphe Gruppenstrukturen auf G.

Aufgabe 5 (Hopf-Algebren). Sei R ein Ring. Eine Hopf-Algebra iiber R ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie
Algy’, wobei Algy := CRingy, die Kategorie der R-Algebren bezeichne.

(a) Formulieren Sie die Axiome an eine Hopf-Algebra A iiber R in Termen von Morphismen p1: A - A®RgA,
€:A— Rund1: A — A in der Kategorie Algp.

(b) Sei G eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass die R-Gruppenalgebra R[G] zusammen mit den Abbildun-
gen
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eine R-Hopf-Algebra ist.

(c) Bestimmen Sie fiir G = Z und R[G] = R|[t,t '] die Bilder von ¢ unter den Abbildungen (u,€,1).

(d) Bestimmen Sie fiir G = Z/nZ und R[G] = R[t]/(¢" — 1) die Bilder von ¢ unter den Abbildungen (i, €,1).



