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Aufgabe 1 (Geometrische Eigenschaften). Sei k ein Körper von Charakteristik ungleich 2. Für ein Element
a ∈ k× \ k×,2 betrachte das k-Schema X = Spec(k[T,U ]/(T 2−aU2)). Zeigen Sie:

(a) Das Schema X ist ganz, geometrisch reduziert und geometrisch zusammenhängend.

(b) Das Schema X ist nicht geometrisch ganz.

Aufgabe 2 (Flache Morphismen). Eine abgeschlossene Immersion f : Z ↪→ Y ist genau dann flach und von
endlicher Präsentation, wenn sie eine offene Immersion ist.

Aufgabe 3 (Konservativ & treu). Sei C eine Kategorie, in der Differenzkerne existieren, und sei F : C→ D ein
konservativer Funktor, der Differenzkerne erhält. Zeige Sie, dass F ein treuer Funktor ist.

Aufgabe 4 (Treuflache Morphismen). Zeigen Sie:

(a) Ein Ringhomomorphismus A→ B ist genau dann treuflach im Sinne der kommutativen Algebra, wenn
der zugehörige Schemamorphismus Spec(B)→ Spec(A) flach und surjektiv ist.

(b) Für einen treuflachen Schemamorphismus f : X → Y ist der Rückzugsfunktor f ∗ : QCoh(Y )→ QCoh(X)
treu. Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.

Aufgabe 5 (Treuflacher Abstieg). Sei φ : A→ B ein treuflacher Ringhomomorphismus. Zeigen Sie: Ein A-
Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn der Basiswechsel M⊗A B ein endlich erzeugter B-Modul ist.


