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Notation. Sei k ein Körper.

Aufgabe 1. Sei G ein k-Gruppenschema lokal von endlichem Typ mit Einheit e ∈ G(k). Zeigen Sie, dass G
genau dann glatt über k ist, wenn dimk(TeG) = dim(G) gilt.

Aufgabe 2 (Komponenten von Gruppenschemata). Sei G ein k-Gruppenschema lokal von endlichem Typ.
Zeigen Sie:

(a) Ist k = k̄, so sind alle Zusammenhangskomponenten von G isomorph.

(b) Jede Zusammenhangskomponente von G ist quasi-kompakt und geometrisch irrreduzibel und das Sche-
ma G ist reindimensional (d.h. alle irreduziblen Komponenten haben dieselbe Dimension)..
Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung zuerst im Fall k = k̄ und benutzen Sie dann, dass die Projektion
π : Gk̄→ G offen, abgeschlossen, ganz und surjektiv ist.

Aufgabe 3 (Generische Flachheit). Seien A ein noetherscher, nullteilerfreier Ring, B eine endlich erzeugte
B-Algebra und M ein endlich erzeugter B-Modul. Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein Element f ∈ A\{0} mit der Eigenschaft, dass M f ein freier B f -Modul ist.

Sei f : X → Y ein Morphismus von endlichem Typ zwischen lokal-noetherschen Schemata, wobei Y ganz ist.
Zeigen Sie:

(b) Für jeden quasi-kohärenten OX -Modul von endlichen Typ F existiert eine dichte und offene Teilmenge
V ⊆ Y derart, dass F | f−1(V ) flach über V ist.

(c) Es existiert eine dichte und offene Teilmenge V ⊆ Y derart, dass f−1(V )
f→ V ein flacher Morphismus

ist.

Aufgabe 4. (Kähler-Differentiale) Seien A → B ein Ringhomomorphismus und M ein B-Modul. Eine A-
Derivation von B nach M ist eine A-lineare Abbildung D : B→M, die die Leibnitzregel

∀ f ,g ∈ B : D( f g) = f D(g)+gD( f )

erfüllt. Es bezeichne DerA(B,M) die Menge aller A-Derivationen von B nach M. Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine universelle A-Derivation dB/A : B→ Ω1
A/B mit der Eigenschaft, dass für jeden B-Modul

M die Abbildung
d∗B/A : HomB(Ω

1
B/A,M)−→ DerA(B,M), φ : φ ◦dB/A,

bijektiv ist.

(b) Ist B = A[T1, . . . ,Tn], so ist Ω1
B/A
∼=

⊕n
i=1 dTi ·B, wobei d := dB/A.


