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Notation. Es bezeichne Sch die Kategorie der Schemata, Aff ihre volle Unterkategorie der affinen Schemata
und CRing die Kategorie der kommutativen Ringe mit Eins (und unitalen Ringhomomorphismen). Ein Ring
meine ein Objekt in CRing. Für eine Kategorie C bezeichne y : C ↪→ PSh(C) := Fun(Cop,Set),X 7→ y(X) :=
HomC(−,X), die Yoneda-Einbettung.

Aufgabe 1 (Ringe als Funktoren). Es bezeichne Poly := PolyZ die volle Unterkategorie von CRing, deren
Objekte durch die Menge {Z[T1, . . . ,Tn] |n≥ 0} gegeben sind. Für einen Ring R und seinen darstellbaren Funk-
tor y(R) := HomCRing(−,R) ∈ PSh(CRing) bezeichne R̃ die Einschränkung von y(R) entlang der Inklusion
Polyop ↪→ CRingop. Zeigen Sie:

(a) Der Funktor R 7→ R̃ schickt endliche Koprodukte in Poly auf Produkte in Set.

(b) Der Funktor R 7→ R̃ induziert eine Äquivalenz von Kategorien zwischen CRing und der vollen Unterka-
tegorie von PSh(Poly), die durch diejenigen Funktoren aufgepsannt wird, die endliche Koprodukte in
Poly auf Produkte in Set schicken.

Aufgabe 2 (Verkleben von Schemata). Seien X ein Schema, U und V zwei offene Unterschemata von X mit
X =U ∪V und W :=U ∩V . Zeigen Sie:

(a) Der kanonische Morphismus y(U)ty(W ) y(V )→ y(X) ist kein Isomorphismus in PSh(Sch).

Nun versehen wir die Kategorie Sch mit der Zariski-Topologie (d.i. die Grothendieck-Topologie, deren Über-
deckungen durch gemeinsam surjektive Familien von offenen Immersionen gegeben sind) und es bezeichne
Sh(Sch) die volle Unterkategorie von PSh(Sch), die durch die Garben bezüglich der Zariski-Topologie aufge-
spannt wird. Bekanntlich hat der Inklusionsfunktor Sh(Sch) ↪→ PSh(Sch) einen Linksadjungierten a : PSh(Sch)→
Sh(Sch). Zeigen Sie:

(b) Die kanonischen Morphismen a
(
y(U)ty(W ) y(V )

)
→ ay(U)tay(W ) ay(V )→ ay(X) sind Isomorphismen

in Sh(Sch).

Aufgabe 3 (Unterfunktoren). Sei Y ↪→ X ein Unterfunktor in PSh(Aff) = Fun(CRing,Set). Zeigen Sie:

(a) Die Zuordnung R 7→ X(R)\Y (R) definiert nicht notwendigerweise einen Unterfunktor von X .

Sei Z ↪→ X eine abgeschlossene Immersion von Schemata mit offenem Komplement U ↪→ X . Wir schreiben
weiterhin y(Z) ↪→ y(X) bzw. y(U) ↪→ y(X) für die Einschränkungen der jeweiligen Morphismen darstellbarer
Prägarben auf PSh(Sch) entlang der Inklusion Aff ↪→ Sch.

(b) Beschreiben Sie y(U) durch y(X) und y(Z).


