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Aufgabe 1 (fppf-Garben). Sei S ein Schema und F ∈ PSh(SchS) eine Prägarbe. Zeigen Sie, dass F genau dann
eine fppf-Garbe ist, wenn sie eine Zariski-Garbe ist und für jeden affinen, treuflachen, endlich präsentierten
Morphismus Spec(B)→ Spec(A) das kanonische Diagramm

F(A)→ F(B)⇒ F(B⊗A B)

ein Differenzkerndiagramm ist.

Notation. Für eine Kardinalzahl λ und einen topologischen Raum X bezeichne LCλ (X) die Menge der lokal
konstanten Abbildungen von X nach λ . Für einen Ring A schreiben wir LCλ (A) := LCλ (Spec(A)).

Erinnerung. Eine Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl und somit eine total geordnete Menge.

Aufgabe 2 (Prägarbe ohne Vergarbung). Wir betrachten die Prägarbe F ∈ Fun(Affop,Set), deren Wert auf
einem Ring A durch

F(A) := { f ∈ LCλ (A) | λ Kardinalszahl, ∀x ∈ Spec(A) : f (x)< |κ(x)|}

gegeben ist. Wir wollen zeigen, dass F keine Vergarbung in der fpqc-Topologie besitzt. Hierfür nehmen wir im
Gegenteil an, dass F → G eine fpqc-Vergarbung von F ist. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung F → G ist ein Monomorphismus. Hinweis: Faktorisieren Sie für einen Ring A die Abbil-
dung F(A)→G(A) in geeigneter Weise als F(A)→ LCλ (A)→G(A) für eine geeignete Kardinalzahl λ .

(b) Für einen treuflachen Ringmorphismus gibt es eine injektive Abbildung von E(A→ B) := eq
(
F(B) ⇒

F(B⊗A B)
)

nach G(A), wobei die beiden Abbildungen von den beiden kanonischen Abbildungen B→
B⊗A B induziert sind.

(c) Für einen festen Ring A und variierende treuflache Ringmorphismen A→ B kann die Kardinalität von
E(A→ B) beliebig groß werden. Dies liefert den gewünschten Widerspruch.

Aufgabe 3 (Kummer-Folge). Sei S ein Schema und n ≥ 1. Die Yoneda-Einbettung in der Notation unter-

drückend, haben wir eine exakte Folge 0 −→ µn,S −→ GmS

(−)n

−→ Gm,S von Prägarben abelscher Gruppen auf
SchS, siehe Alg. Geo. 2, Blatt 4, Aufgabe 1 (c). Zeigen Sie:

(a) Ist n ∈ OS(S)×, so ist der Morphismus (−)n : Gm,S→Gm,S surjektiv in der étalen Topologie.

(b) Ist n /∈ OS(S)×, so ist der Morphismus (−)n : Gm,S→Gm,S im Allgemeinen nicht surjektiv in der étalen
Topologie, aber surjektiv in der fppf-Topologie.


