
Übungen zu Gruppenschemata
Wintersemester 2023/24

Universität Heidelberg
Institut für Mathematik Blatt 9
DR. C. DAHLHAUSEN Besprechung am Mittwoch, 24.01.2024

Notation. Sei S ein Schema. Wir identifizieren ein S-Schema X mit seinem Bild y(X) = HomS(−,X) unter der
volltreuen Yoneda-Einbettung y : SchS ↪→ PSh(SchS).

Aufgabe 1 (Surjektive und fppf-surjektive Morphismen). Ein darstellbarer Morphismus f : X→Y von Prägar-
ben auf SchS heißt surjektiv, wenn für jedes U ∈ SchS und jeden Morphismus U → Y der Basiswechsel
U ×Y X → U ein surjektiver Morphismus von Schemata ist (d.h. surjektiv auf den unterliegenden topologi-
schen Räumen), siehe Definition 7.8. Ein Morphismus f : X → Y von Prägarben auf SchS heißt fppf-surjektiv,
falls afppf f ein Epimorphismus in der Kategorie Shfppf(SchS) ist. Zeigen Sie:

(a) Ein darstellbarer, flacher und surjektiver Morphismus f : X → Y lokal von endlicher Präsentation zwi-
schen Prägarben auf SchS ist fppf-surjektiv.

(b) Ein surjektiver étaler Morphismus p : U → X mit U ∈ SchS und X ∈ AlgSpcS ist p fppf-surjektiv.

Aufgabe 2 (Effektive Epimorphismen). Sei (C,τ) ein Situs und sei f : X → Y ein Epimorphismus in der Kate-
gorie Shτ(C). Zeigen Sie, dass das Diagramm

X×Y X
pr1
⇒
pr2

X
f→ Y

ein Differenzkokerndiagramm ist.

Notation. Seien (C,τ) ein Situs und P eine Eigenschaft von Morphismen in C. Wir nennen P . . .

• τ-lokal im Ziel, falls für jeden Morphismus f : X → Y und jede τ-Überdeckung {Yi→ Y}i∈I in C gilt:

f ∈ P⇔
[
∀i ∈ I : (X×Y Yi

pr2−→ Yi) ∈ P
]

• τ-lokal auf der Quelle, falls für jeden Morphismus f : X → Y und jede τ-Überdeckung {Xi→ X}i∈I in C

gilt:

f ∈ P⇔
[
∀i ∈ I : (Xi→ X

f→ Y ) ∈ P
]

Aufgabe 3 (Morphismen algebraischer Räume). Sei P eine Eigenschaft von Morphismen von Schemata, die
étale-lokal auf der Quelle und im Ziel ist (z.B. „lokal von endlicher Präsentation“, „lokal von endlichem Typ“,
„glatt“, „étale“, „flach“ und „unverzweigt“). Sei nun f : X → Y ein Morphismus algebraischer Räume über S.
Wir sagen, dass f ∈ P, falls ein kommutatives Quadrat
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mit p étale und surjektiv, q étale und g ∈ P existiert. Zeigen Sie:

(a) Es ist f ∈ P genau dann, wenn für jedes kommuative Quadrat (�) mit p étale und q étale der Morphismus
g in P liegt.

(b) Ist P zusätzlich auch noch stabil unter Basiswechsel und fppf-lokal auf der Quelle und ist f darstellbar,
dann ist f ∈ P genau dann, wenn f die Eigenschaft P als darstellbarer Morphismus hat (Definition 7.8).



Aufgabe 4 (fppf-lokale Eigenschaften). Sei P eine Eigenschaft von Morphismen von Schemata, die stabil unter
Basiswechsel und fppf-lokal im Ziel ist. Ferner sei f : X → Y und g : Y ′→ Y Morphismen von algebraischen
Räumen über S. Zeigen Sie:

(a) Ist f fppf-surjektiv, so hat f fppf-lokal in Y einen Schnitt (d.h. es existiert ein algebraischer Raum Y und
ein fppf-surjektiver fppf-Morphismus Y ′ → Y derart, dass der Basiswechsel X ′ := X ×Y Y ′ → Y einen
Schnitt hat).

(b) Ist f fppf-surjektiv, so ist f surjektiv.

(c) Ist g fppf-surjektiv, so ist f ∈ P genau dann, wenn ( f ′ : X ′ := X×Y Y ′→ Y ′) ∈ P.

(d) Ist f ein fppf-surjektiver Monomorphismus, so ist f ein Isomorphismus.


