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Notation. Sei R ein kommutativer Ring. Ein endlicher R-Modul meine einen endlich erzeugten R-Modul.
Aufgabe 1 (Duale Moduln). Seien M und N endliche, lokal freie R-Moduln. Zeigen Sie:
(a) Der R-Modul MV := Homg (M, R) ist endlich und lokal frei.

(b) Der kanonische Morphismus (M")Y — M ist ein Isomorphismus.

o

(c) Es existiert ein kanonischer Isomorphismus M"Y @x NV — (M ®@gN )v endlicher, lokal freier R-Moduln.

Aufgabe 2 (Duale Hopf-Algebren). Sei (A, 11, €,1) eine kokommutative, endliche, lokal freie Hopf-R-Algebra.
Zeigen Sie:

(a) Der duale Modul A trigt in kanonischer Weise die Struktur einer kokommutativen Hopf-Algebra.
(b) Es existiert ein kanonischer Isomorphismus A ®g AV = Endg(A) von R-Algebren.

(c) IstS=Spec(R), G=Spec(A) und G = Spec(A"), so ist die sich aus Cartier-Dualitit ergebende perfekte
Paarung G X sG" — G, s gegeben durch den R-Algebrenhomomorphismus R|z, t~'] — Endg(A), t — id4.

Aufgabe 3 (Cartier-Dualitdt). Sein > 1. Zeigen Sie:
(a) Die affinen R-Gruppenschemata (Z/n)g und p, g (Beispiel 1.5) sind Cartier-dual zueinander.
Sei nun R eine I ,-Algera (fiir eine Primzahl p). Zeigen Sie:
(b) Die R-Algebra A := R|[t]/(¢?) trigt in kanonischer Weise die Struktur einer Hopf-Algebra iiber R.
(c) Die affinen R-Gruppenschemata (Z/p)g, 1p g und 0, g := Spec(A) sind paarweise verschieden.
Aufgabe 4 (Endlich lokal freie Morphismen). Sei f: X — S ein Morphismus von Schemata. Zeigen Sie:
(a) Esist f endlich lokal frei genau dann, wenn f endlich, flach und lokal von endlicher Présentation ist.

(b) Ist S lokal noethersch, so ist f endlich lokal frei genau dann, wenn f endlich und flach ist.



