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Notation. Sei k ein Körper. Eine Kurve über K ist ein separiertes k-Schema von endlichem Typ und reiner
Dimension 1. Wir nehmen zusätzlich und der Einfachheit wegen an, dass jede Kurve glatt ist.

Erinnerung (Alg. Geo. 2, Blatt 12, Aufgabe 1). Für einen effektiven Cartier-Divisor D auf einem Schema X ist
OX(−D) eine lokal prinzipale Idealgarbe von OX . Bezeichnet i : |D| ↪→ X die zu dieser Idealgarbe korrespon-
dierende abgeschlossene Immersion, so haben wir eine exakte Folge

0−→ OX(−D)−→ OX −→ i∗O|D| −→ 0.

Aufgabe 1 (Grad und Euler-Charakteristik). Sei C eine eigentliche Kurve über k. Für einen kohärenten OC-Modul
F definiere seine Euler-Charakterstik als die ganze Zahl χ(F) := dimk H0(X ,F)−dimk H1(C,F). Zeigen Sie:

(a) Für einen effektiven Divisor D auf C gilt

deg(D) = dimk Γ(C, i∗O|D|) = χ(OC)−χ(OC(−D)).

(b) Sind D und D′ zwei linear äquivalente effektive Divisoren auf C, so ist deg(D) = deg(D′). Folglich
erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus deg: Pic(C) ∼= DivCl(C)→ Z mit deg(O(D)) = deg(D)
für jeden Divisor D auf C.

Aufgabe 2 (Satz von Riemann-Roch). Sei C eine eigentliche Kurve auf C von Geschlecht g := g(C/k) und sei
L ein Geradenbündel auf C. Zeigen Sie:

(a) Es ist deg(L) = χ(L)− χ(OC) = χ(OC)− χ(L∨). Hinweis: Induzieren Sie über die Komplexität des zu
L gehörigen Divisors.

(b) Es gilt die Riemann-Roch-Formel

dimk H0(C,L)−dimk H0(C,L∨⊗Ω
1
C/k) = deg(L)+1−g

Hinweis: Benutzen Sie (ohne Beweis), dass H0(C,L∨⊗Ω1
C/k) isomorph zum dualen k-Vektorraum von

H1(X ,L) ist (Serre-Dualität).

Aufgabe 3 (Ein Beispiel). Sei k algebraisch abgeschlossen mit char(k) 6= 2,3. Wir betrachten das Polynom
f =Y 2−X3−aX−b∈ k[X ,Y ] mit a,b∈ k, seine Homogenisierung F ∈ k[X ,Y,Z] und die zugehörige projektive
Kurve C := V+(F)⊂ P2

k (siehe Alg. Geo. 1, Plenarübung 31.10.22). Zeigen Sie:

(a) Die Kurve C ist genau dann glatt, wenn 4a3 +27b2 6= 0.

(b) Die Kurve C schneidet die Menge V+(Z) = P2
k \A2

k (der „Punkte im Unendlichen“) in genau einem
Punkt O mit Vielfachheit 3.

(c) Die Kurve C hat Geschlecht 1.

Ich wünsche Ihnen erfolgreiche Prüfungen und erholsame Semesterferien!


