Proseminar: Das BUCH der Beweise

Sommersemester 2026

AOR Dr. Denis Vogel & Dr. Christian Dahlhausen

Der ungarische Mathematiker Paul Erdos erzéhlte gerne von dem BUCH, in dem Gott die
perfekten Beweise fiir mathematische Séitze aufbewahrt, und dass man als Mathematiker nicht an
Gott zu glauben braucht, sehr wohl aber an das BUCH glauben sollte. Wir werden im Proseminar
einige Beweise studieren, die Kandidaten fiir einen Platz im BUCH sind. Die bewiesenen Satze
entstammen den Gebieten Zahlentheorie, Geometrie, Analysis und Graphentheorie.

Voraussetzungen: Analysis 1 und Lineare Algebra 1

Anmeldung: Bitte melden Sie sich auf Miisli an und senden drei préferierte Vortragsthemen
per [Email an die Organisatoren.

Vorbesprechung: Dienstag, 03.02.2026, 13:00 Uhr im SR 3 des Mathematikon
Termin: Montags, 16-18 Uhr, Beginn am 13.04.2026

Ort: SR 3 im Mathematikon (INF 205)

Vortrage

Vortrag 1: Unendlichkeit der Primzahlen (13.04)
Es werden verschiedene Beweise dafiir gegeben, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Von

den sechs im BUCH vorgestellten, sollten mindestens drei prisentiert werden.
Literatur: [BUCH, §1]

Vortrag 2: Der Zwei-Quadrate-Satz von Fermat (20.04.)

Es soll der folgende, auf Fermat zuriickgehende, Satz gezeigt werden: Eine ungerade Primzahl
p ist genau dann Summe von zwei Quadraten, wenn p = 1 mod 4 ist. Es sollen zwei Beweise
dafiir vorgestellt werden, die auf Thue bzw. Heath-Brown zuriickgehen.

Literatur: [BUCH, §4]

Vortrag 3: Das Quadratische Reziprozititsgesetz (27.04.)
Das quadratische Reziprozitéitsgesetz stellt fiir ungerade Primzahlen p und ¢ einen Zusammen-
hang her zwischen der Eigenschaft von p, ein quadratischer Rest oder Nichtrest modulo ¢ zu

sein, und der entsprechenden Eigenschaft von ¢ modulo p.
Literatur: [BUCH], §5]

Vortrag 4: Jeder endliche Schiefkdrper ist ein Kérper (04.05.)
Ein Satz von Wedderburn besagt, dass jeder endliche Schiefkérper kommutativ ist. Es soll der

Beweis dieses Resultats nach Ernst Witt erlautert werden.
Literatur: [BUCH], §6]

Vortrag 5: Einige irrationale Zahlen (11.05.)
In diesem Vortrag soll gezeigt werden, dass 72 sowie die Zahlen e” fiir 7 € Q \ {0} irrationale
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Zahlen sind.
Literatur: [BUCH], §8]

Vortrag 6: Ein Lob der Ungleichungen (18.05)
In diesem Vortrag sollen verschiedene Beweise der Ungleichung zwischen harmonischem, geome-
trischem und arithmetischem Mittel gegeben werden sowie einige Anwendungen davon vorge-

stellt werden.
Literatur: [BUCH, §20] (bis einschliefllich Satz 2)

Vortrag 7: Hilberts 3. Problem (01.06.)

In einem legendéren Vortrag von dem Internationalen Mathematikerkongress 1900 forderte Da-
vid Hilbert die Fachwelt zur Losung von 23 Jahrhundertproblemen auf. Das dritte hiervon ist
die Frage nach zwei Tetraedern gleicher Grundfliche und gleicher Hohe, die sich auf keine Wei-
se in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, und die sich auch durch Hinzufiigen kongruenter
Tetraeder nicht zu Polyedern ergénzen lassen, fiir die ihrerseits eine Zerlegung in kongruente
Tetraeder moglich ist.

Literatur: [BUCH] §10]

Vortrag 8: Michtigkeiten unendlicher Mengen und die Kontinuumshypothese (08.06.)
Zwei Mengen M; und Mj haben die gleiche Michtigkeit (schreibe: |Mj| = |Ma|), wenn es eine
Bijektion zwischen ihnen gibt. Was fiir endliche Mengen sehr intuitiv ist, fithrt zu erstaunlichen
Aussagen fiir unendliche Mengen: Es ist [N| = |Z| = |Q| (Satz 1), aber die rellen Zahlen haben ei-
ne echt grofere Michtigkeit, d.h. |N| < |R| (Satz 2). Am Ende soll der Satz von Cantor-Bernstein
(Satz 4) gezeigt werden.

Literatur: [BUCH] §19]

Die folgenden drei Vortrége (9, 10 und 11) benutzen die Graphentheorie. Hierbei sollten sich
die jeweiligen Sprecher:innen untereinander abstimmen, wer welche Grundbegriffe einfiihrt.

Vortrag 9: Museumswiichter:innen und der Heiratssatz (15.06.)
In diesem Vortrag sollen zwei Probleme erortert werden.

e Gegeben ist ein Museum, dessen Winde wir uns als Polygon mit n Seiten vorstellen. Es
sollen Wéchter:innen an festen Stellen postiert werden, aber diese diirfen sich beliebig
drehen. Wie viele Wéchter:innen braucht man, wenn man sichergehen will, dass jeder
Punkt des Museums im Blickfeld eine:r Wéchter:in ist?

e Der Heiratssatz: Gegeben eine Menge F' von Frauen und eine Menge M von Ménnern.
Unter welchen Umsténden 148t sich ohne Polygamie eine Massenhochzeit veranstalten, auf
der jede Frau einen Mann heiratet, den sie mag?E]

Literatur: [BUCH] §40, §30]

Vortrag 10: Die Eulersche Polyederformel (29.06.)
Eulers Polyederformel besagt, dass fiir jeden zusammenhéngenden ebenen Graphen mit n Ecken,
e Kanten und f Flidchen die Gleichung

n—e+f=2
gilt. Wir werden diese Formel beweisen und drei Anwendungen derselben herleiten.
Literatur: [BUCH] §13]

Vortrag 11: Fiarbungen von Landkarten (06.07.)
Wieviele Farben werden mindestens ben6tigt, um eine Landkarte auf der Ebene so einzufirben,
dass Lander mit einer gemeinsamen Grenze (positiver Linge) stets verschiedene Farben haben?

'In diesem Modell scheint auf das Gefiihlsleben der beteiligten Ménner keine Riicksicht genommen zu werden.



Mit Hilfe der Graphentheorie werden wir sehen, dass fiir jede Landkarte fiinf Farben geniigen
(Fiinf-Farben-Satz). Tatséchlich geniigen sogar stets vier Farben (Vier-Farben-Satz), dies ist
jedoch deutlich schwieriger zu beweisen und wurde mit Hilfe von Computerrechnungen bewiesen.
Literatur: [BUCH] §39]

Vortrag 12: Zerlegung von Quadraten in Dreiecke (13.07.)

Fiir eine gerade Zahl n > 2 148t sich jedes Quadrat in einfacher Weise in n gleich grofie Dreiecke
zerlegen. Andererseits scheint es ein Ding der Unmdglichkeit fiir eine ungerade Zahl n > 1 ein
Quadrat in n gleich grofie Dreiecke zu zerlegen. Erstaunlicherweise wurde erst im Jahr 1970
von Monsky bewiesen, dass eine solche Zerlegung in der Tat nicht existieren kann. Der trick-
reiche Beweis benutzt eine Erweiterung der sogenannten 2-adischen Bewertung von Q auf R.
Dieser Vortrag ist geeignet fiir Leute, die sich fiir Zahlentheorie interessieren, da dort allgemei-
ner p-adische Bewertungen fiir eine beliebige Primzahl studiert werden.

Literatur: [BUCH, §22]

Die erste Hilfte des letzten Vortrages ist nicht so schwer, die zweite Hilfte verlangt jedoch
Motivation, sich in schwierigere Sachverhalte einzuarbeiten.

Vortrag 13: Das endliche Kakeya-Problem (20.07.)

Wie klein kann eine Teilmenge der Ebene sein, in der man eine Nadel vollsténdig herumdrehen
kann? Dies ist die Frage des Kakeya-Problems, einer Fragestellung in der geometrischen Maf3-
theorie. Die erstaunliche Antwort: beliebig klein. Wir werden uns mit der analogen Frage iiber
Geraden im F" fiir einen endlichen Koérper F beschéftigen, deren Beweis im Detail erldutern
werden soll. Dariiber hinaus soll auch etwas {iber das klassische Kakeya-Problem erz&hlt werden
(fiir Literatur hierzu setzen Sie sich bitte mit Christian Dahlhausen in Verbindung). Dies ist
insofern spannend, da letztes Jahr erst die 3-dimensionale Variante des Problems gel6st wurde
(Link).

Literatur: [BUCH] §35]

Literatur

[BUCH] Aigner, Martin und Ziegler, Giinter M.: Das BUCH der Beweise, 5. Auflage, Springer,
2018.

Organisatorisches

Sie sind fiir das Proseminar verbindlich angemeldet, wenn Sie am 1. April 2026 in Miisli fiir einen
Vortrag eingetragen sind. Sollten Sie davor eingetragen sein, konnten Sie sich ohne Konsequenzen
bis zum 31. Mérz 2026 wieder abmelden. Fiir eine erfolgreiche Teilnahme am Proseminar wird
folgendes erwartet:

e Das Halten eines Vortrages von 60-80 Minuten.

e Eine aktive Teilnahme am Proseminar. Sie sollten den anderen Vortrédgen geistig folgen
(insbesondere nicht nebenbei andere Sachen machen) und mitdenken. Wenn Sie etwas nicht
verstehen, sollten Sie Fragen stellen.

e Eine regelmiflige Teilnahme am Proseminar. Sie diirfen einmal unentschuldigt fehlen.
Weiteres Fehlen wird nur mit einem trifftigen Grund und einer Abmeldung bei Denis Vogel
und |Christian Dahlhausen| gestattet. Ansonsten gilt das Seminar bei mehrmaligem Fehlen
als nicht bestanden.


https://www.quantamagazine.org/once-in-a-century-proof-settles-maths-kakeya-conjecture-20250314/
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Wenn diese Punkte erfiillt sind, ist die Note fiir das Proseminar die Note fiir Thren Vortrag,
welche wir Thnen in einem kurzen Feedbackgesprich unmittelbar nach Threm Vortrag mitteilen

werden.

Vortragsvorbereitung

Beginnen Sie rechtzeitig mit der Vorbereitung ihres Vortrages. Zuerst sollten Sie die im
Programm angegebene Quelle griindlich lesen und (jedes einzelne Argument) zu verstehen
versuchen.

Bei der Vorbereitung zu Threm Vortrag werden Sie von Christian DahlhausenE] unterstiitzt,
an den Sie sich bei Fragen wenden konnen. Erste Fragen konnen ggf. per Email gestellt
werden.

Vereinbaren Sie einen Termin fiir eine Vorbesprechung; diese sollte mindestens zwei Wo-
chen vor Threm Vortrag stattfinden. In dieser wird gemeinsam der Inhalt und die Struktur
des Vortrages besprochen und Sie haben die Gelegenheit Fragen zu stellen und Verstéand-
nisliicken zu schlielen. Zu diesem Zeitpunkt sollten Sie die im Programm zitierte Literatur
bereits durchgearbeitet haben.

Grundvoraussetzung fiir Thren Vortrag ist, dass Sie den mathematischen Inhalt des Vor-
trages verstehen. Sie sollten mehr wissen, als Sie in Threm Vortrag prisentieren.

Geben Sie zu Beginn einen kurzen Uberblick iiber Thren Vortrag. Nennen Sie die wichtigs-
ten Aspekte so frith wie moglich, um Zeitdruck am Ende des Vortrags zu vermeiden.

Unterscheiden Sie klar zwischen wichtigen und weniger wichtigen Teilen Ihres Vortrags.
Uberfordern Sie das Publikum nicht mit zu vielen technischen Details, sondern erkléren
Sie die wesentlichen Teile der Beweise.

Denken Sie sorgfiltig iiber die Struktur IThres Vortrags nach. Denken Sie daran, dass die
Leute im Publikum noch nicht so viel iiber das Thema gelesen haben wie Sie hoffentlich
gelesen haben werden.

Konzipieren Sie Thren Vortrag unabhéingig von der verwendeten Literatur. Eine Struktur,
die fiir eine schriftliche Prasentation gut ist, ist nicht unbedingt auch fiir auch fiir einen
Vortrag! In Biichern, und auch dem BUCH, gibt es eher ldngere und prosaische Text-
passagen. Ein Vortrag sollte klarer strukturiert (Definitionen, Sétze, Lemmata etc.) und
kompakter formuliert (z.B. durch Verwendung von Folgepfeilen, Quantoren etc.) sein.

Seien Sie kritisch gegeniiber der von Ihnen verwendeten Literatur und versuchen Sie auch
andere Quellen, als die in diesem Programm angegebenen, zu finden.

Ein wichtiger Pfeiler eines guten Vortrages ist ein gutes Zeitmanagement. Uberlegen Sie
sich einen Zeitplan fiir Thren Vortrag. Uberlegen Sie, welchen Teil Sie auslassen kénn-
ten, falls die Zeit knapp wird. Eine Probe Ihres Vortrags hilft dabei die benétigte Zeit
abzuschétzen.

Formulieren Sie bitte in eigenen Worten, anstatt die Literatur wortlich abzuschreiben.

2Raum 03/324 im Mathematikon oder cdahlhausen@mathi.uni-heidelberg.de.
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Vortrag

Der Vortrag selbst sollte handschriftlich an der Tafel oder via Projektor auf einem elek-
tronischen Gerét geschrieben werden; keine fertigen Folien.

Der Aufschrieb sollte insoweit selbstbeziiglich sein, sodass eine Person, die mitschreibt,
auch vier Wochen danach noch schlau aus ihren Notizen wird.

Schreiben Sie leserlich und lassen Sie dem Publikum Zeit zum Lesen. Vermeiden Sie das
Verdecken oder Wegwischen dessen, was Sie gerade angeschrieben haben. Machen Sie sich
Gedanken iiber das Layout (auf der Tafel).

Ein wichtiger Bestandteil des Vortrages sind Thre miindlichen Ausfithrungen. Diese sollten
das Geschriebene erkldren, einordnen und ergénzen.

Falls Sie es als hilfreich erachten, erstellen Sie ein Handout von maximal zwei Seiten
(Vorder- und Riickseite). Eine solches konnte die wichtigsten Punkte Thres Vortrages (De-
finitionen, Sitze, Beispiele) enthalten oder Skizzen, Bilder etc. oder eine Ubungsaufgabe.
Dies wére eine Frginzung zum wihrend des Vortrages geschriebenen, aber kein Ersatz.

Schreiben Sie alle neuen Definitionen auf.

Formulieren Sie prézise und seien sich iiber die genauen Voraussetzungen der Aussagen
bewusst.

Sprechen Sie laut und deutlich.

Haben Sie keine Angst vor Fragen aus dem Publikum. Freuen Sie sich iiber das gezeigte
Interesse. Mathematik ist eine soziale T#tigkeit und basiert auf auf Diskussionen.



